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В работах [1, 2] А.И. Москаленко рассмотрел задачи оптимального 

управления процессами, занимающие как бы промежуточное место меж-
ду задачами оптимального управления системами с сосредоточенными и 
с распределенными параметрами и доказал ряд необходимых и достаточ-
ных условий оптимальности. В настоящей статье изучается разностный 
(дискретный) аналог одной из этих  задач. Получены различные необхо-
димые условия оптимальности первого порядка. 

Постановка задачи. Предположим, что управляемый дискретный 
процесс описывается системой разностных уравнений 

( ) ( ) ( )( )tuxtzxtfxtz ,,,,,1 =+ ,  1...,,1, 100 −+= tttt ;  100 ...,,1, xxxx += , (2.1) 
c начальным условием 

( ) ( )xyxtz =,0 ,   100 ...,,1, xxxx += ,                          (2.2) 
где ( )xy  n -мерная вектор-функция являющаяся решением задачи Коши 
                     ( ) ( ) ( )( )xvxyxgxy ,,1 =+ ,   1...,,1, 100 −+= xxxx ,  

( ) .00 yxy =                                                    (2.3) 
Здесь ( )uzxtf ,,,  ( )( )vyxg ,,  − заданная n -мерная вектор-функция 

непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производ-
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ными по ( )yz , 0y  − заданный постоянный вектор, 0t , 1t , 0x , 1x   − заданы, 
причем разности 01 tt −  и 01 xx −  − есть натуральные числа, ( )tu ( )( )xv  − r  
( )q -мерный вектор управляющих воздействий со зна-чениями из задан-
ного непустого, ограниченного множества U  ( )V , т.е 

            ( ) rRUtu ⊂∈ ,     { }1...,,1,: 100 −+==∈ tttttTt , 
( ) qRVxv ⊂∈ ,     { }1...,,1,: 100 −+==∈ xxxxxXx .              (2.4) 

Пару ( ) ( )( )xvtu ,  с вышеперечисленными свойствами назовем до-
пустимым управлением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xtzxyxvtu ,,,,  
− допустимым процессом. 

На решениях системы (2.1)-(2.3) порожденных всевозможными 
допустимыми управлениями определим функционал 

( ) ( )( ) ( )( )∑
−

=

+=
1

1211

1

0

,,,
x

xx
xtzxxyvuS ϕϕ .                                (2.5) 

Здесь ( )y1ϕ , ( )−zx,2ϕ  заданные скалярные функции непрерывные 
по совокупности переменных вместе с ( ) yy ∂∂ 1ϕ , ( ) zzx ∂∂ ,2ϕ . 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала (2.5), при ограниче-
ниях (2.1)-(2.4).  

Допустимое управление ( ) ( )( )xvtu , , доставляющий минимум функ-
ционалу (2.5) при ограничениях (2.1)-(2.4) назовем оптимальным управ-
лением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xtzxyxvtu ,,,,  − оптимальным 
процессом. 

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности. 
Вспомогательные факты и основные результаты. Пусть 

( ) ( )( )xvtu οο ,  фиксированное, a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−∆+=∆+= xvxvxvtututu οο ,  
произвольное допустимые управления. 

Через ( ) ( )( )xtzxy ,, οο , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtzxtzxtzxyxyxy ,,,, ∆+=∆+= οο  
обозначим соответствующие им решения системы (2.1)-(2.3). 

Тогда ясно, что ( ) ( )( )xyxtz ∆∆ ,,  будет удовлетворять системе 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tuxtzxtftuxtzxtfxtz οο ,,,,,,,,,1 −=+∆ ,               (3.1) 

( ) ( )xyxtz ∆=∆ ,0 ,   100 ...,,1, xxxx += ,                            (3.2) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xvxyxgxvxyxgxy οο ,,,,1 −=+∆ ,                       (3.3) 

( ) 00 =∆ xy .                                                     (3.4) 
Пусть ( )xt,οψ  и ( )tpο  пока неизвестные n -мерные вектор-

функции. Умножим обе части соотношения (3.1) ((3.3)) слева скалярно на 
( )xt,οψ  ( )( )xpο  и просуммируем полученное тождество по ( )xt,  ( )x  от 0t  
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до 11 −t  и от 0x  до 11 −x  (от 0x  до 11 −x ), соответственно. В результате 
получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ),,,,,,

,,,,,,1,

1 1

1 11 1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

∑∑
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=

′
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=
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−=+∆

t

tt
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tt

x

xx
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tt

x

xx

tuxtzxtfxt

tuxtzxtfxtxtzxt

οοο
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ψ

ψψ
     (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ].,,,,1
11 1

0

1

0

∑∑
−

=

′
−

=

′ −≡+∆
x

xx

x

xx
xvxyxgxvxyxgxpxyxp οοοο   (3.6) 

Положим по определению 

                            ( ) ( )uzxtfuzxtH ,,,,,,, 00 ′
=ψψ , 

                               ( ) ( )vyxgppvyxM ,,,,, 00 ′
= . 

Тогда с учетом тождеств (3.5), (3.6) формула для приращения кри-
терия качества (2.5) записывается в виде 

                
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )−∆−+−+
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 (3.7) 

Используя формулу Тейлора, из (3.7) получим 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )−∆−+∆−−
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       (3.8) 
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Если предполагать, что ( ) ( )( )xtxp ,, οο ψ  является решением задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( )
z

xttuxtzxtHxt
∂

∂
=−

,,,,,,,1
οοο

ο ψψ ,                      (3.9) 

( ) ( )( )
z

xtzxxt
∂

∂
−=−

,,,1 12
1

οϕψ ,                                  (3.10) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xt
y

xpxvxyxMxp ,1,,,1 0 −+
∂

∂
=− ο

οοο
ο ψ ,            (3.11) 

( ) ( )( )
y

xyxp
∂

∂
−=− 11

1 1
ο

ο ϕ ,                                    (3.12) 

то формула приращения (3.5) примет вид 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]−−−=

=∆

∑∑
−

=

−

=

1 11

0

1

0

,,,,,,,,,,,,

,
t
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x

xx
xttuxtzxtHxttuxtzxtH

vuS

οοοοο

οο

ψψ
(3.13) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ).,;,,,,,,, 1

11

0

vuvuxpxvxyxMxpxvxyxM
x

xx
∆∆+−− ∑

−

=

οοοοοοο η   

Здесь по определению 
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∆
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∂
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Оценка нормы приращения вектора состояния. Из (3.1), (3.3), 
соответственно, с учетом (3.2), (3.4) получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )([
( ) ( )( )) ( )] ( ),,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,

,,,1,1

0

0

0

0

xtzxzxuxzxf

uxzxfuxzxfuxzxf

xtzxzxzxtz

t
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t
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∑

∑

=
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 (4.1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[∑∑
==

+−=∆−+∆=+∆
x

xs

x

xs
svsysgsvsysgsysyxy

00

,,,,,11 οτ  

( ) ( )( )( ( ) ( )( )) ( )].,,,, sysvsysgsvsysg ∆−−+ οοο                       (4.2) 
Из (4.2) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,,,,,1
1

21

1

00

∑∑
−

==

−+∆≤+∆
x

xs

x

xs
svsysgsvsysgLsyLxy οοο    (4.3) 

где 0>= constLi , 2,1=i  некоторые постоянные. 
Далее аналогичным образом из (4.1) получаем, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) .,

,,,,,,,,,,,

54

1

3

0

1

0

xyLxzL

xuxzxfxuxzxfLxtz

t

t

t

t

∆+∆+

+−≤∆

∑

∑

=

−

=

τ

τ

οοο

τ

ττττττ
   (4.4) 

Здесь 3L , 4L , 5L  − некоторые положительные постоянные. 
Применяя к неравенствам (4.3), (4.4) дискретный аналог леммы 

Гронуолла-Беллмана (см. напр. [3, 4]) будем иметь 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,,,,,
1

6

1

0

∑
−

=

−≤∆
x

xs
svsysgsvsysgLxy οοο             (4.5) 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .,,,,,,,,, 8

1

7

1

0

xyLuxzxfuxzxfLxtz
t

t
∆+−≤∆ ∑

−

=τ

οοο ττττττ (4.6) 

Здесь 6L , 7L , 8L  − некоторые положительные постоянные. 
Принимая во внимание (4.5) в (4.6) окончательно будем иметь 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +−≤∆ ∑
−

=

1

7

1

0

,,,,,,,,,
t

t
uxzxfuxzxfLxtz

τ

οοο ττττττ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,,,,,
1

9

1

0

∑
−

=

−+
x

xs
svsysgsvsysgL οοο                       (4.7) 

где 09 >L  некоторая постоянная. 
Если предполагать, что вектор-функции ( )uzxtf ,,,  и ( )vyxg ,,  не-

прерывно дифференцируемы также по u  и v , соответственно, то по ана-
логии c доказательством неравенств (4.5), (4.7) доказывается справедли-
вость следующих оценок 

                                 ( ) ( ) ,
1

10

1

0

∑
−

=

∆≤∆
x

xs
svLxy                                    (4.8) 

                ( ) ( ) ( )∑∑
−

=

−

=

∆+∆≤∆
1

12

1

11

1

0

1

0

,
t

t

x

xs
uLsvLxtz

τ

τ .                  (4.9) 

Здесь 10L , 11L , 12L  − некоторые положительные постоянные. 
Основные результаты. В этом пункте получены различные необ-

ходимые условия оптимальности первого порядка. 
Пусть ( ) ( )( )xvtu ,ο  фиксированное допустимое управление. Пред-

положим, что множества 
            ( )( ) ( )( ){ }UuuxtzxtfUxtzxtf ∈== ,,,,,:,,,, οο αα , 

( )( ) ( )( ){ }VvvxyxgVxyxg ∈== ,,,:,, οο ββ                    (5.1) 
выпуклы. 

Тогда через ( ) ( )( )xvtu εε ∆∆ ,  можно определить специальное при-
ращение управления ( ) ( )( )xvtu οο ,  в виде 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





−=∆

−=∆

.;

,,;

xvxvxv
xtututu

ο
µ

ο
ε

µ

ε
                               (5.2) 

Здесь [ ]1,0∈ε , [ ]1,0∈µ  − произвольные числа, а ( )ε;tu , ( )µ;xv  
произвольные допустимые управляющие функции, такие, что 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ],,,,,,,,,

,,,,;,,,,
tuxtzxtftuxtzxtf

tuxtzxtftuxtzxtf
οοο

οοο

ε

ε

−=

=−
                       (5.3) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ],,,,,,

,,;,,
xvxyxtgxvxyxg

xvxyxgxvxyxg
οοο

οοο

µ

µ

−=

=−
                         (5.4) 

Здесь ( ) Utu ∈ , Tt∈ , ( ) Vxv ∈ , Xx∈  произвольные допустимые 
управляющие функции соответствующие ( )ε;tu  и ( )µ,xv , соответствен-
но. 

Через ( ) ( )( )xyxtz µεµ ∆∆ ,,  обозначим специальное приращение век-

тора состояния ( ) ( )( )xyxtz οο ,,  отвечающее приращению (5.2) управления 
( ) ( )( )xvtu , . 

Из оценок (4.5), (4.7) следует, что 
( )
( ) ,

,,

14

1312

µ

µε

µ

εµ

Lxy

LLxtz

≤∆

+≤∆
                                       (5.5) 

где 12L , 13L , 14L  − некоторые положительные числа. 
Принимая во внимание оценки (5.5), формулы (5.2), (5.3), (5.4) в 

(3.13) приходим к разложению 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]−−−=

=−∆+∆+=∆
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(5.6) 
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=

x
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При помощи разложения (5.6), используя произвольность и неза-
висимость управляющих функций ( )tu , ( )xv , приходим к следующему 
утверждению  

Теорема 5.1. Если множества (5.2) выпуклы, то для оптимальности 
допустимого управления ( ) ( )( )xvtu οο ,  необходимо, чтобы неравенства 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] 0,,,,,,,,,,,,
1 11

0

1

0

≤−∑∑
−

=

−

=

t

tt

x

xx
xttuxtzxtHxttuxtzxtH οοοοο ψψ ,   (5.7) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ,0,,,,,,
11

0

≤−∑
−

=

x

xx
xpxvxyxMxpxvxyxM οοοοο            (5.8) 

выполнялись для всех ( ) Utu ∈ , Tt∈ , ( ) Vxv ∈ , Xx∈ , соответственно. 
Соотношения (5.7), (5.8) составляют аналог дискретного условия 

максимума Понтрягина [5-7] для рассматриваемой задачи.  
Теперь предположим, что вектор-функция ( )uzxtf ,,,  ( )( )vyxg ,,  

непрерывна по совокупности переменных вместе с частными производ-
ными по ( )uz,  ( )( )vy, , а множества U  и V  выпуклые.  
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Тогда специальное приращение управления ( ) ( )( )xvtu οο ,  можно 
определить по формуле 

                            ( ) ( ) ( )[ ]tututu οµµ −=∆ 11, , 
( ) ( ) ( )[ ]xvxvxv οµµ −=∆ 22, .                                   (5.9) 

Здесь [ ]1,0∈iµ , 2,1=i  − произвольные числа, а ( ) Utu ∈ , Tt∈ , 
( ) Vxv ∈ , Xx∈  − произвольные допустимые управляющие функции. 

Через ( ) ( )( )221 ;,,;, µµµ xyxtz ∆∆  − обозначим специальное прира-
щение траектории ( ) ( )( )xyxtz οο ,, , отвечающие приращению (5.9) управ-
ления ( ) ( )( )xvtu , . 

Из оценок (4.8), (4.9) сразу следует, что 
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21611521
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С учетом этих оценок получаем справедливость разложения 
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(5.10) 

При помощи разложения (5.10) доказывается 
Теорема 5.2. Пусть множества U , V  выпуклы, а ( )uzxtf ,,, , 

( )vyxg ,,  непрерывны по совокупности переменных вместе с частными 
производными по ( )uz, , ( )vy, , соответственно. Тогда для оптимальности 
допустимого управления ( ) ( )( )xvtu 00 ,  необходимо, чтобы соотношения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,
1 11

0

1
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≤−′∑∑
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xx
u tutuxttuxtzxtH οοοο ψ ,            (5.11) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,0,,,
11

0
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x

xx
xvxvxpxvxyxM οοοο                     (5.12) 

выполнялись для всех ( ) Utu ∈ , Tt∈ , ( ) Vxv ∈ , Xx∈ , соответственно. 
Совокупность соотношений (5.11), (5.12) есть аналог линеаризо-

ванного условия максимума [3-7] в задаче (2.1)-(2.5). 
Рассмотрим случай открытых областей управления. Тогда специ-

альное приращение допустимого управления ( ) ( )( )xvtu οο ,  можно опреде-
лить по формуле 

                          ( ) ( )tutu δεε 11
=∆ ,   Tt∈ , 
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( ) ( ),22
xvxv δεε =∆    Xx∈ .                            (5.13) 

Здесь −= 2,1,iiε произвольные достаточные малые по обсолютной 
величине числа, а ( ) ( ) −∈∈∈∈ XxRxvTtRtu qr ,,, δδ произвольные огра-
ниченные вектор-функции (вариации управляющих вектор-функций). 

Через ( ) ( )( )xyxtz
21

,, εε ∆∆  обозначим специальное приращение тра-

ектории ( ) ( )( )xyxtz 00 ,, , отвечающее приращению ( ) ( )( )xvtu
21

, εε ∆∆  управ-

ления ( ) ( )( )xvtu οο , . 
Используя (4.8), (4.9), (5.13) по аналогии с доказательством фор-

мулы (5.6), из формулы приращения (3.13) получаем, что  
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Отсюда используя произвольности 1ε , 2ε , а также вариаций ( )tuδ , 
( )xvδ  приходим к следующему заключению 

Теорема 3.3. Если множества U  и V  открыты, то для оптималь-
ности допустимого управления ( ) ( )( )xvtu οο ,  необходимо, чтобы выпол-
нялись соотношения 

( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,
11

0

=∑
−

=

x

xx
u xuxzxH θψθθθ οοο                       (5.14) 

для всех T∈θ , 
( ) ( ) ( )( ) 0,,, =ξξξξ οοο pvyMv                                 (5.15) 

для всех X∈ξ . 
Соотношения (5.14), (5.15) представляют собой аналог уравнения 

Эйлера для рассматриваемой задачи. 
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BİR DİSKRET OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 
 

E.A.QARAYEVA, K.B.MƏNSİMOV 
 

XÜLASƏ 
 

 Bir spesifik diskret optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün birinci tər-
tib zəruri şərtlər tapılmışdır (diskret maksimum prinsipi, xəttiləşdirilmiş optimallıq şərti, Eyler 
tənliyinin analoqu).  
 
 Açar sözlər: diskret sistemlər, artım düsturu, diskret maksimum prinsipi, xəttiləşdiril-
miş maksimum şərti, Eyler tənliyi.  

 
 
 
 

ON ONE DISCRETE OPTIMAL CONTROL PROBLEM 
 

E.A.GARAYEVA, K.B.MANSIMOV 
 

SUMMARY 
 

 The paper considers one special discrete control problem. First order necessary opti-
mality conditions are obtained (discrete maximum principle, linearized optimality conditions, 
аnalogous Euler equations). 
 
 Key words: discrete systems, increment formula, discrete maximum principle, linea-
rized maximum conditions, аnalogous Euler equation.  
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